
Задачi та розв’язки XX Всеукраїнської
олiмпiади з iнформатики

Бондаренко В.В., Галковський Т.О., Стасюк А.В, Ткачук В.В, Ягiяєв Ш.I.

1 Завдання першого туру

1.1 «I знову ланцюг» (Андрiй Стасюк)

Є ланцюг, що складається з N кiлець. Яку мiнiмальну кiлькiсть кiлець потрiбно розчепити,
щоб зi шматкiв, що залишилися, можна було б зiбрати ланцюг будь-якої довжини вiд 1 до N
кiлець? При утвореннi нових ланцюгiв можна використовувати кiльця, якi було розчеплено.

Наприклад, при N = 21, достатньо розчепити всього 2 кiльця таким чином, щоб утвори-
лися шматки довжиною 3, 5 та 11. Два кiльця, якi було розчеплено, вважаються за шматки
одиничної довжини.
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Рис. 1: Розiрваний ланцюг

Завдання Напишiть програму CHAIN, що за натуральним N — довжиною вихiдного ланцю-
га, знаходить мiнiмальну кiлькiсть кiлець, якi необхiдно розчепити задля досягнення описаної
цiлi.

Вхiднi данi Єдиний рядок вхiдного файлу CHAIN.DAT мiстить одне цiле число N (1 ≤ N ≤
109).

Вихiднi данi Єдиний рядок вихiдного файлу CHAIN.SOL має мiстити одне цiле число —
знайдену мiнiмальну кiлькiсть кiлець.

Приклад вхiдних та вихiдних даних

CHAIN.DAT CHAIN.SOL

21 2

1.2 «Дерева у саду» (Володимир Ткачук)

Центральний сад країни Олiмпiя настiльки великий, що один садiвник не в змозi його обслу-
говувати. Було прийнято рiшення роздiлити сад на двi частини. Певнi дерева буде вiднесено
до першої частини, а решта — до другої. Одна з частин саду може залишитися порожньою.

Мiж кожною парою дерев у саду протоптанi стежки. Коли садiвники iдуть вiд дерева до
дерева вони обов’язково iдуть стежкою, що з’єднує безпосередньо цi два дерева. Довжина
стежки однакова при перемiщеннi в обидва боки.

Для спрощення роботи садiвникам, роздiлення вирiшили провести так, щоб довжина най-
довшої стежки мiж парою дерев, що належать до однiєї i тiєї ж самої частини, була мiнiмаль-
на.

Завдання Напишiть програму TREES, що за iнформацiєю про довжини стежок мiж усiма
парами дерев знаходить довжину найдовшої стежки мiж деревами з однiєї частини саду, при
оптимальному роздiленнi саду на частини.
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Вхiднi данi Перший рядок вхiдного файлу TREES.DAT мiстить цiле число N (2 ≤ N ≤
1000) — кiлькiсть дерев у саду. Кожен i-ий з наступних N − 1-го рядкiв мiстить N − i чисел,
якi послiдовно представляють довжини стежок мiж i-им деревом i деревами з i + 1-го до
N -го. Всi числа цiлi, невiд’ємнi, та не перевищують 106.

Вихiднi данi Єдиний рядок вихiдного файлу TREES.SOL має мiстити одне цiле число —
мiнiмальну для всiх можливих розбиттiв саду довжину найдовшої стежки мiж деревами в
однiй з частин саду.

Приклад вхiдних та вихiдних даних

TREES.DAT TREES.SOL

3

1 5

1

1

1.3 «Доставка» (Андрiй Гриненко)

Мiсто Прямий Рiг являє собою одну пряму вулицю. У мiстi працює компанiя, що займає-
ться доставкою товарiв. Для зручностi, адреси доставки наданi у виглядi чисел, що задають
вiдстань вiд офiсу компанiї. Додатнi числа в один бiк, а вiд’ємнi — в iнший. Замовлення на
доставку виконуються компанiєю послiдовно, у тому порядку, в якому вони були заданi.

В компанiї працює два кур’єра. На початку робочого дня замовлення розподiляються мiж
ними, i кожен вирушає за своїм маршрутом. Компанiї необхiдно так спланувати розподiле-
ння замовлень, щоб сумарна вiдстань, яка буде пройдена кур’єрами на момент виконання
останнього замовлення, була мiнiмальною.

Завдання Напишiть програму ORDER, що за вiдстанями адресатiв вiд офiсу компанiї знахо-
дить найменшу сумарну вiдстань, що пройдуть її робiтники.

Вхiднi данi Перший рядок вхiдного файлу ORDER.DAT мiстить цiле число N (1 ≤ N ≤
100 000) — кiлькiсть замовлень. Далi слiдує N рядкiв, кожен з яких мiстить єдине цiле чи-
сло — вiдстань вiд офiсу до адресата. Якщо вiдстань додатня, то адресат знаходиться у однiй
частинi мiста вiдносно офiсу компанiї, а якщо вiд’ємна — то у iншiй. Вiдстанi за модулем не
перевищують 108.

Вихiднi данi Єдиний рядок вихiдного файлу ORDER.SOL має мiстити одне цiле число, яке
є мiнiмальною можливою сумарною вiдстанню, що пройдуть обидва робiтники компанiї.
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Рис. 2: План доставки

Приклад вхiдних та вихiдних даних

ORDER.DAT ORDER.SOL

5

1

-1

2

-2

3

5

2



2 Завдання другого туру

2.1 «Роздiлення багатокутникiв» (Богдан Рубльов, Тарас Галковський)

На площинi задано двi фiгури, що обмеженi опуклими багатокутниками. Фiгури розташованi
таким чином, що їх вершини не спiвпадають, а контури мають рiвно 2 точки перетину.

Довiльним чином роздiлимо площину прямою. Будемо вважати, що пiвплощина з одного
боку прямої вiдповiдає першiй фiгурi, а з iншого боку — другiй фiгурi. Визначимо поняття
дефекту роздiлення — сума площi першої фiгури, що розташована на пiвплощинi другої фiгу-
ри, та площi другої фiгури, що розташована на пiвплощинi першої фiгури. З двох можливих
вiдповiдностей пiвплощин до фiгур оберемо таку вiдповiднiсть, де значення дефекту менше.

Наприклад, на рисунку зображена пряма, що задає певне роздiлення багатокутникiв.
Оцiнка дефекту цього роздiлення (два випадки вiдповiдностi): (D) + (C + E) та (A + D) +
(B + C). З рисунку, D + C + E менше, отже, загалом, оцiнка розбиття дефекту роздiлення
утвореного цiєю прямою є D + C + E.
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Рис. 3: Приклад роздiлення багатокутника

Завдання Напишiть програму DIVIDE, що за заданими двома багатокутниками знаходить
пряму, що утворює роздiлення з найменшим дефектом.

Вхiднi данi Перший рядок вхiдного файлу DIVIDE.DAT мiстить одне цiле число N(3 ≤
N ≤ 20) — кiлькiсть вершин першого багатокутника. Наступнi N рядкiв мiстять пари цiлих
чисел — координати вершин першого багатокутника у порядку обходу. (N +2)-й рядок файлу
мiстить число M (3 ≤ M ≤ 20) — кiлькiсть вершин другого багатокутника. Наступнi M рядкiв
мiстять його координати заданi таким же чином, як i для першого багатокутника. Координати
точок додатнi та не перевищують 1000.

Вихiднi данi Єдиний рядок вихiдного файлу DIVIDE.SOL має мiстити двi пари чисел —
координат двох точок, що однозначно задають роздiлення (пряму) з найменшим дефектом.
Числа потрiбно виводити у порядку: x1 y1 x2 y2. Координати потрiбно виводити з точнiстю
10−3. Координати точок мають бути додатнi та не бiльшi за 1000.

Приклад вхiдних та вихiдних даних

DIVIDE.DAT DIVIDE.SOL

3

2 1

3 3

4 1

3

5 2

3 2

4 3

2 5 4 1
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2.2 «Мудрецi» (Андрiй Стасюк)

В королiвствi Олiмпiя живуть N мудрецiв, що мають досконалi iнтелектуальнi здiбностi. Для
пiдтримання творчого настрою серед iнтелектуального осередку королiвства король ввiв таку
традицiю.

Кожен вечiр M ковпакiв розфарбовуються в один з K рiзних кольорiв. Таким чином Mi

ковпакiв розфарбовано у i-й колiр (i = 1 . . .K). Мудрецям цi данi вiдомi. Поки мудрецi сплять,
кожному з них на голову чiпляють один з ковпакiв, а решту ховають. Коли мудрецi проки-
даються, вони сiдають у круг, так щоб кожен з них бачив ковпаки усiх iнших, i починають
думати про колiр свого ковпаку. Це вiдбувається таким чином. Кожен мудрець пише на па-
пiрцi, чи знає вiн колiр свого ковпака. Пiсля того усi демонструють свої папiрцi. Якщо хтось
написав, що знає колiр — процедура закiнчується, та усi йдуть на снiданок. Якщо нiхто не змiг
визначити колiр, то мудрецi починають думати знову, операцiя з папiрцями повторюється.

Завдання Напишiть програму WISEMEN, що за iнформацiєю про колiр усiх ковпакiв та роз-
подiленням ковпакiв серед мудрецiв визначає якi з них першими визначать колiр свого ковпа-
ка та скiльки разiв для цього потрiбно буде демонструвати папiрцi, або встановить, що нiхто
не зможе цього зробити.

Вхiднi данi Перший рядок вхiдного файлу WISEMEN.DAT мiстить цiлi числа N (1 ≤ N ≤
106) — кiлькiсть мудрецiв, M (N ≤ M ≤ 106) — кiлькiсть ковпакiв, та K (1 ≤ K ≤ 106) —
кiлькiсть рiзних кольорiв. Другий рядок мiстить K цiлих чисел, кожне з яких визначає кiль-
кiсть ковпакiв певного кольору. Третiй рядок складається з N цiлих чисел, що являють собою
кольори ковпакiв кожного з мудрецiв. Кольори пронумерованi вiд 1 до K.

Вихiднi данi Перший рядок вихiдного файлу WISEMEN.SOL має мiстити впорядкованi за
зростанням номери мудрецiв, що першими дiзнаються кольору свого ковпака. Другий рядок
має мiстити одне число, що визначає, скiльки разiв для цього будуть демонстрованi папiрцi.
Якщо дiзнатися про колiр неможливо, то єдиний рядок вихiдного файлу має мiстити цифру
0 (нуль).

Приклади вхiдних та вихiдних даних

WISEMEN.DAT WISEMEN.SOL

3 5 2

3 2

1 1 2

1 2

2

Пояснення. Нехай в королiвствi всього три мудреця, два з яких мають бiлий ковпак (колiр
1) та один - чорний (колiр 2). При цьому ще один бiлий та один чорний ковпак схованi. На
першому етапi нiхто не зможе визначити колiр свого ковпаку. На другому етапi кожен з
володарiв бiлого ковпаку буде розмислювати так: «Якщо б я мав чорний ковпак, то колега,
що має бiлий, здогадався б про колiр свого ковпаку ще на першому кроцi, але ж цього не
вiдбулося, тому мiй ковпак бiлий!». А володар чорного ковпака все ще не зможе визначитися.
Тобто, першими здогадаються мудрецi 1 та 2 з бiлими ковпаками i папiрцi для цього будуть
продемонстрованi два рази.

2.3 «Живопис» (Володимир Ткачук)

В країнi Олiмпiя дуже розвинутий живопис. Картиною вважається будь-який прямокутник,
що складається з чорних i бiлих одиничних квадратiв. Художник Олiмпус вирiшив ради-
кально покращити свої картини. Для цього вiн планує до бiлого та чорного кольорiв додати
ще й сiрий вiдтiнок. За його задумом, границя мiж кожними чорним i бiлим квадратом має
мiстити сiру лiнiю, щоб утворився ефект плавного переходу.

Але, перед початком роботи, вiн визначив, що сiра фарба дуже дорого коштує. Щоб за-
ощадити грошi художник вирiшив оцiнити, чи не вигiднiше спочатку перефарбувати деякi
бiлi квадрати в чорнi, а чорнi в бiлi для того, щоб мiнiмiзувати витрати на фарбу.
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Рис. 4: Приклад роздiлення багатокутника

Завдання Напишiть програму DRAWING, що за iнформацiєю про iснуючу картину визначить
мiнiмальну суму грошей, що знадобляться на її покращення.

Вхiднi данi Перший рядок вхiдного файлу DRAWING.DAT мiстить п’ять натуральних чисел
N , M , w, b, g. 1 ≤ N, M ≤ 70 — висота та ширина картини, 1 ≤ w, b, g ≤ 1000 — цiна
малювання одного бiлого одиничного квадрата, чорного одиничного квадрата та сiрої лiнiї
довжиною одиниця, вiдповiдно. Далi слiдує N рядкiв, кожен з яких складається з M лiтер.
Лiтера B вiдповiдає чорному квадрату, а W — бiлому.

Вихiднi данi Єдиний рядок вихiдного файлу DRAWING.SOL має мiстити одне цiле число,
яке є мiнiмальною сумою витрат на покращення картини.

Приклади вхiдних та вихiдних даних

DRAWING.DAT DRAWING.SOL

3 2 3 3 2

BB

WW

WB

7

Пояснення: необхiдно перефарбувати нижню праву чорну клiтку у бiлу.

3 Розв’язки першого туру

3.1 «I знову ланцюг»

Перший пiдхiд Розглянемо зворотню задачу. За заданим M — кiлькiстю кiлець, якi буде
розчеплено, знайдемо таке максимальне N , що з отриманих шматкiв ланцюга можна буде
зiбрати ланцюг будь-якої довжини вiд 1 до N кiлець.

Якщо розчеплено M кiлець, то маємо (M + 1) шматок ланцюга, та, власне, кiльця, що
було розчеплено — M шматкiв одиничної довжини. Очевидно, що з цих кiлець можна зiбрати
ланцюги будь-якої довжини вiд 1 до M . Щоб зiбрати ланцюг довжиною (M + 1), потрiбно
використати ще один шматок довжиною не бiльше (M + 1). Нехай використано шматок дов-
жиною K (1 ≤ K ≤ M +1). Якщо цей шматок буде присутнiй у наборi, з нього та розчеплених
кiлець можна зiбрати ланцюг будь-якої довжини вiд 1 до (M +K). Чим довший шматок буде
використано, тим довший ланцюг можна зiбрати. Тому зрозумiло, що оптимально використо-
вувати шматок довжини (M + 1) — максимально можливої.
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З використанням шматка довжини (M+1) та M розчеплених кiлець можна зiбрати ланцюг
будь-якої довжини вiд 1 до (2M+1). Щоб зiбрати ланцюг довжиною (2M+2) потрiбно мати ще
один шматок довжиною не бiльше (2M + 2). Аналогiчно, оптимальнiше використати шматок
довжини саме 2(M + 1).

Якщо є два шматки довжинами, вiдповiдно, (M + 1) та 2(M + 1) i M розчеплених кiлець,
з цього набору можна зiбрати ланцюг будь-якої довжини вiд 1 до 4(M +1)−1. Для утворення
ланцюга довжини 4(M + 1) найкраще взяти ще один шматок довжини саме 4(M + 1) i так
далi.

Загальна кiлькiсть шматкiв — (M + 1), а розчеплених кiлець — M . Звiдси отримаємо
формулу для обчислення N :

N = (M + 1) + 2(M + 1) + 4(M + 1) + . . . + 2M (M + 1) + M =

= (1 + 2 + 4 + . . . + 2M )(M + 1) + M = (2M+1 − 1)(M + 1) + M = 2M+1(M + 1) − 1

Залишається пiдiбрати найменший аргумент M наведеної формули, при якому її значен-
ня буде дорiвнювати або перевищувати N , вказане в умовi. Найпростiше це зробити перебо-
ром значень M у циклi, паралельно пiдраховуючи степенi двiйки. Оскiлькi M пропорцiйно
log2 N , складнiсть такого алгоритму буде O(log N). Якщо значення формули для рiзних M
(не бiльших log2 N) пiдрахувати заздалегiдь та зберегти у масивi констант, а для пiдбору
шуканого значення M використовувати бiнарний пошук, складнiсть алгоритму зменшиться
до O(log log N), що й буде оптимальним розв’язком.

Другий пiдхiд Розв’яжемо пряму задачу. За заданим N знайдемо кiлькiсть кiлець, що
треба розчепити. Спочатку визначимо, якої довжини буде найдовший шматок ланцюга. Для
цього розчепимо K-те кiльце, отримавши шматок α довжиною (N −K), шматок β довжиною
(K−1), який, можливо, буде розчеплено далi, та власне розчеплене кiльце. Тодi для збирання
ланцюгiв, коротших за α, будемо використовувати кiльця та шматки, отриманi подальшим
розчепленням шматка β; а для збирання ланцюгiв бiльшої довжини, додамо до них шматок
α.

Нехай поточне M буде зберiгати кiлькiсть кiлець, що вже розчеплено, тобто на даному
етапi дорiвнюватиме одиницi. Якщо рiзниця мiж довжинами шматкiв буде бiльшою за (M+1),
то ми жодним чином не зможемо зiбрати з отриманого набору ланцюги довжиною бiльшою
за (K + M − 1) та меншою за (N − K). Тобто (N − K) − (K − 1) ≤ M + 1. Звiдси можемо
знайти умову для K: K ≥ (N − M)/2.

Але чим довшим буде шматок α, тим коротшим буде шматок β, що залишається для
подальшого розчеплення, та, очевидно, що кiлькiсть кiлець, якi буде розчеплено, не збiльши-
ться. Для цього мiнiмальним повинне бути K.

Розглянемо шматок, що залишився — β. Його довжина дорiвнює (K − 1), а K, як слiдує
з наведених мiркувань, дорiвнює мiнiмальному значенню, що задовiльняє умовi, тобто d(N −
M)/2e. Якщо довжина шматка β, (d(N − M)/2e − 1), не бiльша за (M + 1), розчiпляти його
далi не потрiбно. Якщо ж ця умова не виконується, треба продовжувати процес, прийнявши
за N довжину шматка β.

Тобто розв’язок зводиться до моделювання процесу — послiдовного розчеплення ланцюга
зi зберiганням кiлькостi кiлець, що розчеплено. Наприкiнцi роботи алгоритму отримане M
i буде вiдповiддю, отже кожен раз шматок ланцюга зменшуватиметься принаймнi вдвiчi,
складнiсть алгоритму дорiвнюватиме O(log N).

3.2 «Дерева»

Перший пiдхiд Iдея пiдходу полягає в розв’язаннi наступної пiдзадачi. Перевiрити, чи
можна роздiлити дерева на двi частини так, щоби вiдстань мiж будь якими двома деревами в
однiй частинi була не бiльша деякого наперед заданого числа X . Тобто, спочатку вибираємо
число, а потiм для нього перевiряємо, чи можна так роздiлити сад.

Перед тим як детальнiше розглянути пiдзадачу, покажемо, як вона пов’язана з розв’язком
початкової задачi. Вiдповiддю на задачу буде мiнiмальне число для якого ще можна роздiлити
сад.
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Також, очевидно, що вiдповiдь буде дорiвнювати вiдстанi мiж деякою парою дерев, а
значить буде належати дiапазону вiд найкоротшої до найдовшої з вiдстаней. Таким чином,
її можна шукати за допомогою двiйкового пошуку (binary search) по дiапазону, або ж по
впорядкованому масиву довжин всiх стежок.

Перевiрка можливостi розбиття Тепер повернемося до пiдзадачi. Нехай число X зада-
но i треба перевiрити, чи можна розбити сад на двi частини. Це рiвносильне перевiрцi на
дводольнiсть графу, в якому вершинам вiдповiдають дерева, а ребра проведенi мiж тими вер-
шинами, вiдстань мiж якими бiльша за X . Якщо такий граф є дводольним, то розбиття саду
можливе, iнакше — нi. Перевiрку можна виконати за допомогою одного пошуку в глибину
(DFS).

Оцiнимо складнiсть роботи: одна перевiрка потребує O(N2) часу, де N — кiлькiсть дерев.
Якщо в розв’язку використовувати двiйковий пошук по дiапазону, то загальна складнiсть
буде O(N2 log D), де D — рiзниця мiж найкоротшою i найдовшою вiдстанями. Пошук по
впорядкованому масиву ребер дає складнiсть O(N2 log N).

Другий пiдхiд Пiдхiд полягає в побудовi такого розбиття, для якого вiдстань мiж деревами
з однiєї частини саду буде мiнiмальною.

Коротко алгоритм можна описати так: беремо найбiльшу вiдстань i намагаємося зробити
так, щоб дерева мiж якими вона пролягає потрапили в рiзнi частини саду. Потiм беремо
другу за величиною вiдстань i т.д. Якщо для якоїсь вiдстанi неможливо зробити так, щоб
дерева мiж якими вона пролягала потрапили в рiзнi частини саду, то ця вiдстань є шуканою
вiдповiддю.

Такий розв’язок вимагає використання ефективних структур даних. Автор використову-
вав систему множин, що не перетинаються.

Будемо вважати, що кожне дерево, належить якiйсь множинi (i тiльки однiй). Дерева,
що належать однiй множинi, мають бути вiднесенi до однiєї частини саду. Також для кожної
множини ми знаємо «альтернативну» множину — множину тих дерев, що обов’язково мають
належати iншiй частинi саду.

Спочатку кожне дерево належить своїй множинi, а всi альтернативнi множини пустi. Тоб-
то є N множин по одному дереву в кожнiй i N пустих альтернативних множин. Далi алгоритм
буде об’єднувати множини, слiдкуючи щоби вiдстанi всерединi однiєї множини були мiнiмаль-
ними.

Впорядкуємо всi вiдстанi за спаданням i будемо послiдовно перебирати їх всi вiд найбiль-
шої до найменшої. На кожному кроцi, в нас є два варiанти:

1. Якщо дерева мiж якими така вiдстань належать однiй множинi, то цi дерева попадуть
в одну частину саду а значить ця вiдстань є шуканою величиною. Робота алгоритму на
цьому завершується.

2. Якщо дерева належать рiзним множинам U1 i U2, а V1 i V2 — їх альтернативнi множини,
то можна гарантувати, що вiдповiдь буде не бiльша за вiдстань, якщо ми помiстимо
цi дерева в рiзнi (альтернативнi) множини. Тобто введемо множину C1 = U1 ∪ V2 i
C2 = U2 ∪ V1. Множини C1 i C2 — альтернативнi одна до одної. Переходимо далi до
наступної вiдстанi.

Такий розв’язок вимагає ефективної реалiзацiї системи множин, що не перетинаються. В
книзi «Алгоритмы построение и анализ» описанi структури данних, зо можуть забезпечи-
ти виконання проходу по всiм вiдстаням за O(N2). Тому, основний час буде затрачений на
впорядкування масиву вiдстаней.

В результатi, отримуємо загальну складнiсть алгоритму O(N2 log N).

3.3 «Доставка»

Динамiчне програмування O(N2) Розглянемо оптимальний план вiдвiдування робiтни-
ками пунктiв доставки. За цим планом пункт N вiдвiданий одним з двох робiтникiв. Iнший
же робiтник, пiсля виконання цього плану, залишився в деякому пунктi j (j < N).
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Будемо вважати, що пара чисел (i, j), де i > j вiдповiдає всiм планам обслуговування
пунктiв з 1-го по i-ий такi, що пiсля завершення виконання такого плану, один робiтник
знаходиться у пунктi i (тiльки що виконав доставку до i-го пункту), а iнший у пунктi j.

Введемо функцiю f(i, j) яка дорiвнює вартостi найоптимальнiшого плану з множини пла-
нiв (i, j). Для обчислення її значення з’ясуємо вигляд крокiв, що приводить нас до класу
(i, j). В загальному випадку, єдиним можливим кроком є перехiд робiтника з пункту i− 1 до
пункту i. Тодi попереднiм є клас (i−1, j). У цьому випадку значення функцiї пов’язанi таким
рекурентним спiввiдношенням:

f(i, j) = f(i − 1, j) + ∆(i − 1, i), i > j + 1

Окремо розглянемо випадок i = j + 1, бо основна властивiсть пари (i > j) порушується.
Ми маємо можливiсть перевести деякого робiтника з пункту k, де k < j до пункту i, а в цей
час робiтник у пунктi j «вiдпочиває». Формально це можна записати:

f(i, j) = min
k=1...j−1

[f(j, k) + ∆(k, i)], i = j + 1

Запишемо загальну формулу для обчислення функцiї f :

f(i, j) = {
maxk=1...j−1[f(j,k)+∆(k,i)], i = j + 1
f(i − 1, j) + ∆(i − 1, i), i > j + 1

Розв’язком поставленої задачi буде мiнiмум по всiх j < N , функцiї f(N, j).
За цiєю формулою для обчислення всiх значень функцiї f необхiдно використати час про-

порцiйний O(N2).

Ефективний розв’язок O(N log N) Припустимо, що iснує лише один робiтник. Тобто всi
пункти будуть вiдвiданi ним у заданому порядку. Нехай функцiя g(N) дорiвнює сумарнiй
вiдстанi необхiднiй для виконання плану з N пунктiв. За даним визначенням:

g(N) = g(N − 1) + ∆(i − 1, i), g(0) = 0

Почнемо розв’язання задачi з цього плану, i будемо поступово його покращувати за до-
помогою другого робiтника. Введемо функцiю benefit(i, x) — величину, на яку ми можемо
покращити вихiдний план для обслуговування пунктiв 1 . . . i при умовi, що по закiнченнi ви-
конання нового плану, один з робiтникiв буде знаходитися в точцi з координатою x (а iнший
в пунктi з номером i).

Тодi за визначенням сумарна пройдена вiдстань у мiнiмальному планi може бути обчисле-
на за формулою:

ans(N) = min
k=0...N−1

[g(N) − benefit(N, X(k))] = g(N) − max
k=0...N−1

benefit(N, X(k))

Обчислення значень функцiї benefit(i, x) Визначимо початковi значення введеної фун-
кцiї: benefit(0, 0) = 0 та benefit(i, x) = −∞.

Для обчислення значення функцiї, з’ясуємо множину положень, з яких ми можемо по-
пасти у (i, x). Виберемо деякий пункт j (j < i) з якого робiтник прийде до пункту i. Цей
крок додасть до загальної вартостi плану доданок ∆(j, i); у той же час, у порiвняннi з ви-
користанням лише одного робiтника, який би пройшов усi пункти у заданому порядку, ми
позбавляємося доданку ∆(i − 1, i). Цi вiдносини можна вiдобразити формулою:

benefit(i, x) = max{
benefit(j, x), j < i
maxj<i[benefit(i − 1, X(j)) + ∆(i − 1, i) − ∆(j, i)]

Розглянемо залежнiсть мiж значеннями функцiї на поточному та попередньому кроцi: мiж
значеннями benefit(i, ∗) та benefit(i− 1, ∗). З наведеного означення слiдує, що цi функцiї ма-
ють рiзнi значення, можливо, лише в точцi (i, X(i))(. . .). Отже, на кожному кроцi i ми будемо
зберiгати вектор значень benefit(i, ∗), i оновлювати його значення вiдповiдно до наведених
формул.
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Спростимо процес обчислення значень функцiї benefit: виносячи доданок, що не залежить
вiд j за max, а модуль розкриваємо в залежностi вiд знаку виразу пiд модулем:

max
j<i

[benefit(i− 1, X(j)) + ∆(i− 1, i)] = ∆(i− 1, i) + max
j<i

[benefit(i− 1, X(j))− |X(i)−X(j)|] =

∆(i − 1, i) + {
maxj<i[benefit(i− 1, X(j)) + X(j)] − X(j), X(i) ≥ X(j)
maxj<i[benefit(i− 1, X(j)) + X(j)] + X(j), X(i) ≥ X(j)

Помiтимо, що вiдповiдати на запит maxj<i[benefit(i − 1, X(j)) + X(j)] необхiдно макси-
мально швидко (перебiр всiх можливих j не пiдходить). З цiєю метою ми будемо зберiга-
ти двi структури: benefit(i, X(j)) + X(j) та benefit(i, X(j)) − X(j), замiсть одного масиву
benefit(i, ∗).

Нам необхiдно швидко виконувати двi операцiї над цими масивами:

1. знайти значення максимуму на промiжку вiд i-го до j-го елементу масиву;

2. оновити структуру даних, записавши на i-ту позицiю нове значення X .

Iснують структури даних, що дозволяють виконувати цi операцiї за час, пропорцiйний
O(log N). Розглянемо одну з таких структур – Максимi затор (задача RMQ: Range Mini-
mum/Maximum Query).

Максимiзатор Максимiзатором будемо називати структуру даних, що виконує двi опера-
цiї:

MODIFY (pos, value) –– встановити значення A[pos] рiвним max(A[pos], value);
FINDMAX (l, r) –– знайти максимальне значення в таблицi з iндексами вiд l до r, тобто

max(A[l], A[l+1], ..., A[r-1], A[r]).
Час роботи обох процедур не перевищує оцiнки O(log N).
Деталi щодо конкретної реалiзацiї такої структури мiстяться у багатьох пiдручниках з

алгоритмiв (наприклад, Кормен Т., Лейзерсон Ч, Рiвест Р. Алгоритми: Побудова та Аналiз).

4 Розв’язки другого туру

4.1 «Роздiлення багатокутникiв»

Лема 1. Перетин двох опуклих фiгур є опуклою фiгурою.

Доведення. За означенням опуклостi, ∀x, y, що належать фiгурi вiдрiзок (x, y) належить цiй
фiгурi. Оскiльки областi перетину належать лише такi точки, що належать обом фiгурам
одночасно, то i вiдрiзок, що з’єднує будь-яку пару точок з перетину також належать областi
перетину. Отже перетин задовольняє означенню опуклої фiгури.

Дефект роздiлення площини довiльною прямою не може бути меншим за площу спiль-
ної частини багатокутникiв A та B: внезалежностi вiд того, як будуть вiднесенi пiвплощини
вiдносно довiльної проведеної прямої, точки з перетину фiгур завжди будуть врахованi при
обчисленнi дефекту роздiлення (бо вони належать обом фiгурам одночасно). А отже дефект
роздiлення не може бути меншим за площу перетину заданих фiгур.

Користуючись доведеними фактами, явно вкажемо метод побудови такої прямої, що буде
задавати роздiлення з дефектом рiвним площi областi перетину двох багатокутникiв.

Оскiльки контури фiгур A та B перетинаються у двох точках, проведемо пряму через них.
За означенням обчислимо дефект такого роздiлення, i переконаємося, що вiн строго дорiвнює
площi перетину.

Задача пошуку точок перетину двох багатокутникiв Фактично, нам необхiдно знайти
такi пари ребер даних багатокутникiв, що перетинаються (при чому одне ребро належить
одному багатокутнику, а друге — iншому). Для цього будемо перебирати всi пари ребер,
перевiряючи при цьому чи перетинаються вони. Якщо — так, виводимо координати точок
перетину у вихiдний файл. Зважаючи на розмiр вхiдних даних цей розв’язок, час роботи
якого пропорцiйний O(N2), задовольнить обмеження по часу.
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4.2 «Мудрецi»

Використаємо для розв’язання математичну iндукцiю.

Базове твердження S(0) Нехай на деякому мудрецi ковпак кольору A. Якщо вiн бачить
на своїх колегах всi ковпаки всiх кольорiв, крiм кольору A — вiн одразу здогадується про
колiр свого ковпака, тому що всi ковпаки iнших кольорiв вже зайнятi. Назвемо цей набiр
ковпакiв тривiальним для мудреця та будемо казати, що йому для вiдгадування потрiбен
один показ папiрцiв.

Перехiд S(0) ⇒ S(1) Нехай мудрець бачить на своїх колегах тривiальний набiр ковпакiв, в
якому один з ковпакiв не кольору A замiнений на ковпак кольору A. Очевидно, що в такому
разi пiд час першого показу папiрцiв вiн не зможе здогадатися про колiр свого ковпаку. Але
пiд час наступного показу вiн буде мiркувати наступним чином:

«Якщо б на менi був такий ковпак, якого не вистачає до тривiального набору, то той мудрець, на

якому тепер ковпак кольору A, пiд час попереднього показу обов’язково здогадався б, який на ньому

ковпак. Але цього не вiдбулося, тому на менi не може бути такий ковпак. Всi ковпаки iнших кольорiв

вже зайнятi, тому на менi ковпак кольору A! »

Тобто при замiнi одного ковпака для вiдгадування потрiбно на один показ бiльше.

Перехiд S(L − 1) ⇒ S(L) Припустимо, що у будь-якiй ситуацiї, коли мудрець бачить на
своїх колегах набiр ковпакiв, отриманий iз тривiального замiною (L− 1) ковпакiв не кольору
A на (L−1) ковпакiв кольору A, для вiдгадування кольору йому потрiбно L показiв папiрцiв.

Тодi, якщо у наборi замiнено L ковпакiв, мудрець не зможе здогадатися про колiр свого
ковпака за таку ж кiлькiсть показiв. Але якщо за L показiв нiхто не здогадався про колiр
свого ковпака, при наступному показi мудрець буде мiркувати так:

«Якщо б на менi був будь-якого кольору крiм A — його не вистачає до набору з (L− 1) замiненими

ковпаками — то той мудрець, на якому тепер ковпак кольору A, пiд час L-го показу обов’язково

здогадався б, який на ньому ковпак. Але цього не вiдбулося, тому на менi не може бути ковпак не

кольору A. Значить, на менi ковпак кольору A.»

Тобто потрiбно на один показ бiльше, а саме (L + 1), якщо у наборi замiнено L ковпакiв.

Висновок Якщо заданi кiлькостi ковпакiв кожного кольору Mi i кiлькiсть мудрецiв N , та
хоч при одному наборi ковпакiв на своїх колегах мудрець може здогадатися про колiр свого
ковпака пiд час першого показу (цей набiр ковпакiв на колегах буде для нього тривiальний),
то вiн може здогадатися i при будь-якому iншому наборi та для цього буде потрiбна кiль-
кiсть показiв, що на одиницю бiльша за кiлькiсть ковпакiв, якi вiдрiзняють цей набiр вiд
тривiального.

Алгоритм При заданих кiлькостях ковпакiв iснує таке їх розподiлення, що пiд час першого
показу мудрець iз кольором ковпака A може здогадатися про свiй колiр, якщо M−MA ≤ N−1.
Тобто вiн зможе побачити перед собою всi ковпаки всiх кольорiв, крiм свого. Для всiх кольорiв
A, що задовольняють цiєї умови, пiдрахуємо кiлькiсть ковпакiв, якi вiдрiзняють заданий
набiр ковпакiв на колегах мудреця вiд тривiального. Це число — кiлькiсть ковпакiв кольорiв
крiм A, що не знаходяться на мудрецях у даний час, та її можна пiдрахувати за формулою
S = M − N − (MA − PA), де PA — кiлькiсть ковпакiв кольору A, одягнених на мудрецiв. Тi
мудрецi, для яких це число мiнiмальне здогадаються про колiр свого ковпака першими та
зроблять це за (S + 1) показ папiрцiв.

Якщо PA пiдрахувати заздалегiдь, наприклад, пiд час читання вхiдних даних, то пере-
брати всiх мудрецiв та всi кольори можна буде за O(N + K), тобто алгоритм матиме лiнiйну
складнiсть.
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4.3 «Живопис»

Розв’язувати дану задачу можна декiлькома шляхами, рiзними за складнiстю реалiзацiї i
часом роботи. Не беручи до уваги можливi евристики, розглянемо найбiльш типовi, з точки
зору автора, розв’язки.

Повний перебiр Всього можливо 2NM варiантiв перефарбування картини, а отже можна
перебрати їх усi i для кожного визначити кiнцеву вартiсть. Час роботи такого розв’язку є
O(NM · 2NM ), i вiн є неефективним вже при NM > 20.

Динамiчне програмування «по краю» У випадку, коли N = 1 (одновимiрна картина),
задача може бути просто вирiшена методом динамiчного програмування. Проте, динамiчне
програмування можна використовувати i в двовимiрному випадку при невеликих N .

Розв’язок полягає в послiдовному знаходженнi мiнiмуму вартостi для картини фiксованої
ширини i з фiксованим розфарбуванням останнього стовпчика. Пiдхiд потребує O(2N ) пам’ятi
i O(M · 22N) часу (у випадку N < M). Межi застосування такого розв’язку визначаються
найменшою з сторiн картини: min(N, M) ≤ 12

Зведення задачi до знаходження максимального потоку Тепер розглянемо розв’язок
що передбачався автором, як оптимальний для цiєї задачi. Iдея полягає в зведеннi задачi до
еквiвалентної, що може бути розв’язана вiдомими алгоритмами.

Отже, нам необхiдно вiднести кожен з одиничних квадратикiв картини або до чорного
або до бiлого кольору, i якщо спочатку квадратик був iншого кольору ми маємо врахувати
штраф за перефарбування. Крiм того, треба врахувати штраф за сусiднi квадратики рiзного
кольору. Задача полягає в мiнiмiзацiї сумарного штрафу.

Серед вiдомих задач на пошук мiнiмуму звернемо увагу на задачу пошуку мiнiмального
перерiзу в мережi.

Нагадаємо, мережею називається орiєнтований граф G = (V, E) з двома видiленими вер-
шинами: джерелом s (source) i стоком t (target) (V — множина вершин графу, E — множина
ребер, s, t ∈ V ). Крiм того для кожного ребра e ∈ E визначено число c(e) — пропускна спро-
можнiсть ребра (capacity). Перерiзом мережi називається розбиття множини вершин на двi
пiдмножини V1 i V2, V = V1 ∪ V2, V1 ∩ V2 = �. Причому, джерело завжди належить першiй
множинi а стiк другiй: s ∈ V1, t ∈ V2. Пропускною спроможнiстю або вартiстю перерiзу C
називається сума пропускних спроможностей тих ребер, що виходять з V1 i входять у V2 :

C =
∑

i∈ V1,j∈ V2

c(i, j)

Приклад перерiзу показано на рис.1.

��
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Загальна кiлькiсть можливих перерiзiв — 2|V |−2. Отже, якщо побудувати граф в якому
вершини вiдповiдають одиничним квадратикам на картинi i додати до нього двi спецiальнi
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вершини s i t, то отримаємо граф в якому кiлькiсть можливих перерiзiв спiвпадає з кiлькiстю
можливих кiнцевих розфарбувань картини.

Встановимо взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж розфарбуваннями i перерiзами — бу-
демо вважати, що якщо квадратик в кiнцевому розфарбуваннi має бiлий колiр, то вiдповiдна
йому вершина належить до V1, якщо ж в чорний — до V2.

Тепер залишилося провести ребра так, щоби штраф за кiнцеве розфарбування картини
дорiвнював вартостi вiдповiдного перерiзу. Зокрема, якщо якийсь квадратик був бiлий, а
став чорний, то має сплачуватись штраф b. Для того, щоб це виконувалось, проведемо ребро
з джерела до кожної з вершин, що вiдповiдають бiлим квадратикам. Покладемо пропускну
спроможнiсть таких ребер рiвною b — штраф за перефарбування в чорний колiр. Тепер, якщо
в кiнцевому розфарбуваннi бiлий квадратик став чорним, то вiдповiдна йому вершина буде
входити в V2, а ребро з джерела до неї буде вносити свiй вклад в вартiсть перерiзу.

Аналогiчно проводимо ребро з кожної вершини, що вiдповiдає чорному квадратику, до
стоку. Покладемо пропускною спроможнiстю цього ребра w — штраф за перефарбування в
бiлий колiр.

Нарештi врахуємо штраф за сусiднi квадратики рiзного кольору. Для цього мiж кожни-
ми двома вершинами, що вiдповiдають сусiднiм квадратикам проведемо ребро пропускною
спроможнiстю g — штраф за проведення сiрої лiнiї.

На рис.2 показаний граф що вiдповiдає картинi 2x1 з одним чорним i одним бiлим ква-
дратиком.
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Отже, вище було показано, як побудувати мережу, вартiсть перерiзу якої дорiвнює штра-
фу за розфарбування картини. Очевидно, що мiнiмальний перерiз вiдповiдає мiнiмальному
штрафу, а значить є шуканою вiдповiддю. За вiдомою теоремою Форда-Фалкерсона вартiсть
мiнiмального перерiзу в мережi з невiд’ємними пропускними спроможностями дорiвнює ве-
личинi максимального потоку, що може бути пропущений через мережу. Для знаходження
величини потоку можна скористатися вiдомими полiномiальними алгоритмами.

Отже, авторський розв’язок передбачає:

1. Побудову мережi з NM + 2 вершинами, що вiдповiдає картинi.

2. Знаходження максимального потоку в цiй мережi.
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